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Введение
Существует большое разнообразие мето-
дов решения задач синтеза систем управления 
(СУ) самодвижущимися техническими объек-
тами, представляющими собой робототехни-
ческие мехатронные комплексы, получающие 
всё большее распространение в различных 
областях человеческой деятельности. Это раз-
нообразие методов обусловлено различным 
предназначением, конструктивными особен-
ностями, особенностями построения матема-
тических моделей элементов систем управле-
ния и других составляющих синтезируемых 
робототехнических систем, а также –  факто-
ров, учитывающих как внутреннее состояние 
систем, так и внешнее воздействие.
Среди робототехнических мехатронных 
систем (комплексов) следует выделить ин-
тенсивно развивающиеся и получающие всё 
большее распространение беспилотные ле-
тательные аппараты (БЛА). Так как БЛА 
осуществляют перемещение в трехмерном 
пространстве, имеют сложный характер тра-
ектории и различные условия применения, то 
разработанные для БЛА методы и способы 
синтеза систем управления во многих случаях 
могут быть применимы и к другим самодви-
жущимся техническим объектам (комплек-
сам), обладающим элементами искусственно-
го интеллекта.
Так как современные технические системы 
управления обладают большой сложностью, 
состоят из большого числа элементов и подси-
стем, построенных на различных принципах, 
то в основе применения различных методов 
синтеза их систем управления лежит исполь-
зование математических моделей, описываю-
щих как внутреннее состояние системы, так 
и эволюцию внешней среды.
Математическая модель БЛА включает 
в себя математические зависимости, описыва-
ющие движение БЛА в пространстве и выра-
жения описывающие функционирование его 
элементов и подсистем [1, 2]. В данном случае 
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отдельно следует выделить математическую 
модель системы управления БЛА, включаю-
щую в общем случае модели измерительных 
и исполнительных элементов, вид которых 
определяется их предназначением и конструк-
тивным исполнением.
Так как полная математическая модель 
БЛА может включать в себя десятки и сотни 
дифференциальных уравнений и других ма-
тематических выражений, то аналитический 
синтез закона управления БЛА следует про-
водить в несколько этапов, начиная с решения 
наиболее общей задачи и постепенно переходя 
к решению частных задач.
Главная задача синтеза СУ БЛА –  это син-
тез математической модели автопилота –  кон-
структивного блока, который формирует закон 
управления БЛА. Результатом функционирова-
ния СУ БЛА является целенаправленное изме-
нение вектора скорости его центра масс V

 по 
направлению и по величине, что приводит 
к изменению траектории полета БЛА в соот-
ветствии с полетным заданием. Кроме того СУ 
БЛА должна обеспечить соответствующую 
ориентацию БЛА относительно центра масс.
На центр масс БЛА в общем случае дей-





 и аэродинамическая сила R

, со-
стоящая из подъемной силы Y

, боковой силы 
Z

 и силы лобового сопротивления X

 [3]. При 
этом вектором тяги P

 производится в основ-
ном изменение вектора V

 по модулю, а на-
правление V

 изменяется с помощью измене-
ния составляющих вектора R

 (аэродинамиче-
ское управление). В конечном итоге под зако-
ном управления летательного аппарата 
понимается функциональная зависимость из-
менения угла отклонения соответствующей 
аэродинамической поверхности от параметров 
полёта БЛА: аэродинамических углов, линей-
ных и угловых ускорений, измеряемых соот-
ветствующими датчиками.
Синтез траекторного управления БЛА
В процессе полета БЛА при выполнении 
им поставленной задачи, как правило не пред-
усматривается его энергичное маневрирова-
ние, системы БЛА не работают на предельных 
режимах, параметры его движения не дости-
гают предельно допустимых значений. Кроме 
того угловые параметры, характеризующие 
поступательное и вращательное движение 
БЛА, изменяются в небольших пределах, что 
позволяет соответствующим образом упро-
стить представление тригонометрических 
функций, входящих в математическую модель 
движения БЛА. Гладкие дифференцируемые 
функциональные зависимости переменных, 
описывающих движение БЛА, позволяют про-
вести линеаризацию этих зависимостей путем 
разложения их в ряд Тейлора. Всё это даёт воз-
можность рассматривать математические мо-
дели движения БЛА разного уровня сложно-
сти в рамках линеаризованных уравнений [1, 
2]. Кроме того разделение пространственного 
движения БЛА на два плоские движения – 
продольное и боковое (декомпозиция) позво-
ляет достаточно полно описать динамику объ-
екта управления посредством использования 
математического аппарат теории устойчивости 
и управления [4]. Таким образом, эволюция 
вектора X(t) переменных, характеризующих 
перемещение БЛА в пространстве, представ-
ляется в виде линейного, в общем случае –  не-
стационарного векторно- матричного диффе-
ренциального уравнения вида
( ) ( ) ( ) ( ) ( )X t A t X t B t U t= + ,  0 0( )X t X= , (1)
где U(t) –  вектор управлений, A(t) и B(t) – 
матрицы переменных коэффициентов. Компо-
ненты матриц A(t) и B(t) зависят от аэродина-
мических коэффициентов конкретного БЛА, 
которые в сою очередь зависят от скорости 
его полета. Так как диапазон изменения ско-
ростей БЛА ограничен, то эти коэффициенты, 
как правило, в пределах заданного диапазона 
скоростей считаются постоянными (A(t) = A, 
B(t) = B). Это позволяет при синтезе управле-
ния БЛА использовать аппарат передаточных 
функций, что существенно упрощает решение 
задачи.
Первоначальный этап синтеза СУ БЛА 
определяется характером изменения траекто-
рии полета БЛА которая, как правило, состоит 
из трех основных участков: R1(t0, t1), R2(t1, t2), 
R3(t2, tk), R1 –  траектория полета БЛА в зону 
выполнения основной задачи, R2 –  траектория 
полета БЛА по выполнению основной задачи 
(например, мониторинг земной поверхности), 
R3 –  траектория полета БЛА к месту приземле-
ния, как правило, это возвращение его к месту 
старта, t0 и tk соответственно –  момент старта 
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и момент приземления БЛА. Для аналитиче-
ского синтеза СУ БЛА необходимо иметь ма-
тематическую модель траектории полета БЛА. 
Заданную траекторию можно аппроксимиро-
вать различными математическими зависимо-
стями. В некоторых случаях удобно для этой 
цели использовать полиномы, в частности, 
отдельные участки траектории БЛА аппрокси-











В выражении (2) R(t) –  изменение во вре-
мени одной из линейных координат БЛА, t – 
текущее время полета БЛА, Сk( = 1,k n ) –  за-
данные коэффициенты.
Достаточно распространенной и актуаль-
ной является задача формирования траектории 
пролета БЛА через заданные точки простран-
ства. В работе [6] на основе решений, полу-
ченных в [7] методами вариационного исчис-
ления синтезирован закон управления пере-
грузкой центра масс БЛА при полете его через 
заданные точки пространства. Применитель-
но к вертикальной плоскости полета этот за-
кон изменения управляющей перегрузки БЛА 




















В выражении (3) νy –  значение проекции 
скорости БЛА на вертикальную ось Y 
соответствующей инерциальной (стартовой) 
системы координат в момент tk окончания 
полета (окончания заданного участка 
траектории), yзад –  вертикальная координа-
та заданной точки траектории полета БЛА 
в момент tk, tk –  t = tост –  время, которое не-
обходимо для достижения БЛА очередной 
заданной точки пространства, g –  гравитаци-
онное ускорение. В формуле (4) D –  текущая 
дальность от БЛА до очередной заданной 
точки траектории. Dост –  остаточная даль-
ность до окончания полета БЛА в заданную 
точку пространства, при достижении кото-
рой при дальнейшем неуправляемом полете 
по прямой точность наведения БЛА в задан-
ную точку является приемлемой. Применение 
в законе управления выражения (4) позволяет 
избавиться от нежелательного деления на ноль 
в формуле (3).
Задача синтеза  
математической модели автопилота
Для решения задачи синтеза автопило-
та всю систему управления БЛА представим 









Рис. 1. Структурная схема системы управления БЛА
На Рис. 1 обозначено: ay(t) –  управляю-
щая перегрузка, вычисляемая по формуле (3); 
аф(t) –  фактическая перегрузка центра масс 
БЛА, определяемая его аэродинамическими 
характеристиками; WБЛА(s) –  передаточная 
функция БЛА; Wап(s) –  передаточная функция 
автопилота; WЭ(s) –  эталонная передаточная 
функция замкнутой системы; δ(t) –  угол откло-
нения рулевой поверхности; ε(t) = ay(t) –  аф(t). 
Необходимо определить закон отклонения ру-
левой поверхности δ(t), реализуемый посред-
ством Wап(s) и позволяющий обеспечить за-
данные свой ства системы, определяемые эта-
лонной передаточной функцией WЭ(s).
При заданной передаточной функции 
WБЛА(s) для определения Wап(s) необходимо 
задать WЭ(s) исходя из требований к системе 
в целом. В первую очередь необходимо обе-
спечить устойчивость синтезированной си-
стемы известными методами, среди которых 
наиболее распространенными являются алге-
браический метод Рауса- Гурвица и частотный 
метод Найквиста- Михайлова [4].
После выполнения требований к обе-
спечению условий устойчивости эталонную 
передаточную функцию WЭ(s) выбирают ис-
ходя из требований, предъявляемых к точно-
сти системы при действии на неё полезных 
и возмущающих сигналов. Система, имеющая 
WЭ(s) должна фильтровать случайную помеху 
и отрабатывать полезный сигнал без ошиб-
ки в установившемся режиме. Фильтрация 
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случайных помех –  отдельная задача, решае-
мая на основе так называемой «теоремы раз-
деления» перед детерминированной постанов-
кой задачи синтеза управления [4, 8].
Рассмотрим детерминированную задачу 
синтеза оптимального управления, предпо-
лагая, что задача фильтрации предварительно 
решена. Условием идеальной отработки вход-
ного сигнала без динамической ошибки явля-
ется такая WЭ(s), которая обеспечивает точную 
передачу входного сигнала на любых частотах. 
Амплитудно- частотная характеристика (АЧХ) 
такой системы |WЭ(jω)| = AЭ(ω) представляет 
собой идеальный фильтр (Рис. 2) в диапазоне 





Рис. 2. АЧХ идеального фильтра
Поскольку WЭ(s) идеального низкочастот-
ного фильтра физически не реализуема, то на 
практике используют аппроксимацию |WЭ(jω)| 
различными способами. Чаще всего для этой 
цели используют полиномы Баттерворса (в не-
которых источниках –  Баттерворта) [8], в осно-









Э nW jω = + ω ω
, (n = 1, 2, 3, …). (5)
В этом случае WЭ(s) задается в виде 
WЭ(s) = WБ(s) = 1/D(s), где D(s) –  полином Бат-
терворса D(s) = 1 + d1s + d2s2 + d3s3 + … + sn. 
Коэффициенты полиномов d1, d2, … dn-1, вы-
числяются известными способами и приведе-
ны в соответствующих источниках, например: 
при n = 2, d1 = 1.41421; при n = 3, d1 = 2, d2 = 2, 
d3 = 1; при n = 4, d1 = 2.61313, d2 = 3.41421, 
d3 = 2.61313, d4 = 1, и т. д.
Синтез модального управления БЛА
Если математическая модель, используемая 
для синтеза СУ БЛА, задана в виде системы 
обыкновенных линейных стационарных диф-
ференциальных уравнений или передаточных 
функций, то для синтеза СУ удобно применить 
так называемый метод модального управления 
(синтез модальных регуляторов), который за-
ключается в изменении мод (собственных чисел 
матрицы объекта), с целью достижения жела-
емых целей управления. При этом необходимо 
определить матрицу коэффициентов динамиче-
ской обратной связи, обеспечивающей замкну-
той системе требуемое расположение мод [4].
Рассмотрим задачу синтеза скалярного 
управления БЛА в предположении наличия 
математической модели полностью измеряе-
мого вектора состояния. Пусть синтезирован-
ный аналитически закон управления перегруз-
кой БЛА представляется в виде выражения (3) 
а уравнения движения БЛА в вертикальной 
плоскости имеют вид [1]
1 ( )y y x aa C Sq C S q Pcosm
α= α − + α , (6)
1 ( )z z z z z
zz
m m m S ql
J
α ω δ
α αω = α + ω + δ . (7)
В выражениях (6) –  (7) ay –  ускорение БЛА 
по оси Y, ωz –  угловая скорость вращения БЛА 
в вертикальной плоскости относительно оси Z, 
m –  масса БЛА, Jzz –  момент инерции БЛА, Sа – 
площадь аэродинамической поверхности, соз-
дающей подъёмную силу, la –  характерный ли-
нейный размер (хорда крыла), α –  угол атаки, 
2
2
Vq ρ=  –  скоростной напор, , , , ,y x z z zC C m m m
α α ω δ 
, , , ,y x z z zC C m m m
α α ω δ –  известные аэродинамические ко-
эффициенты конкретного БЛА.
Считая угол атаки α малым (cos 1α ≈ , 
sin )α α≈ , учитывая, что 
1 ( )z yC SqmV
αα ω α= − , продифференцировав 
выражение (6) по времени и, обозначив ay = x1, 
ωz = x2, δ = u, перепишем выражения (6) и (7) 
в виде [9]:
1 11 1 12 2x a x a x= + ,  1 0 10( )x t x= , (8)








= − = − , 
12
1 ( ) 75ay xa C Sq C Sqm













m S l qa
I
ω ⋅ ⋅ ⋅
= = − , 
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zz
m S l qb
I
δ ⋅ ⋅ ⋅
= = − .
Коэффициенты aij и b рассматривались для 
конкретного БЛА [9] при его высоте полета 
1000 м, скорости V = 50 м/с, массой m = 50 кг, 
Izz = 15 кг м2, Sа = 1 м2, lа = 1 м, при тяге двига-
теля P = 100 н.
В соответствии с выражениями (1), (8), 
(9) уравнение состояния объекта управления 
(БЛА) имеет вид:
 ( ) ( ) ( )X t AX t BU t= + ,  0 0( )X t X= , (10)










B  =  − 
.
Необходимо синтезировать для заданной 
системы модальный регулятор, который обе-
спечивал бы замкнутой системе желаемый 
спектр. Для синтеза модального управления 
БЛА, описываемого стационарным дифферен-
циальным уравнениями (10) применим мето-
дику, изложенную в [8].
1) Проверяем управляемость системы, 
вычисляя ранг матрицы управляемости. 




= =  − − 
, rank My = 2, 
следовательно, система второго порядка 
управляема.
2) Определяем характеристический поли-
ном матрицы А, который имеет вид:
2
1 0




A s A sI
s




= = + + − − − 
ϕ
 
где –  единичная матрица, a1 = 18.54, 
a0 = 67.43.
3) Сопровождающая матрица полинома 




M b A b   = ⋅ =    − 











b  =  
 
 .
4) Находим матрицу преобразования Q 
согласно формуле 1.y yQ M M
−= ⋅  Подставив 







=  − 
.
5) Определяем желаемый характеристи-
ческий полином. В данном случае для систе-
мы второго порядка полином Баттерворса име-
ет вид: 2 1 0( )s s sϕ α α
∗ ∗ ∗= + + . где 1 1.41α
∗ = , 
0 1α
∗ = .
6) Вычисляем коэффициенты регулятора 
для преобразованной системы по формуле 
1 2  
TK K K =  
   , где 1 0 0 66.43K a
∗= − α = , 
2 1 1 17.13K a
∗= − α = .
7) Находим коэффициенты модального 
регулятора в исходном базисе по формуле
[ ]0.03141 0.101T TK K Q= = − − .
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ϕ
.
Сравнивая характеристический полином 
спроектированной замкнутой системы с желае-
мым полиномом убеждаемся, что регулятор 
(автопилот) спроектирован верно 
( ( ) ( ))TA bK s s
∗
+
=ϕ ϕ . Таким образом, аналитиче-
ски получен закон управления БЛА, который 
с учетом введенных обозначений имеет вид
 0.003141 0.101y zaδ ω= − − . (11)
Данный закон управления (11) обеспечива-
ет необходимую устойчивость БЛА и точность 
обработки управляющей перегрузки БЛА, при 
реализации которой БЛА осуществляет полет 
по заданной траектории.
В качестве примера рассмотрено матема-
тическое моделирование данной задачи в сре-
де Mathcad. Требуемая перегрузка БЛА опре-
делялась на основе выражений (3) –  (4) при 
следующих заданных значениях условий при-
менения: ν = 50 м/с = const, Dост = 50 м. Были 
заданы следующие координаты точек про-
странства, через которые должен пролететь 
БЛА: x1 = 0 м, y1 = 500 м; x2 = 850 м, y2 = 200 м. 
Результаты математического (компьютерного) 
моделирования в виде графиков изменения во 
времени переменных, характеризующих полет 
БЛА, представлены на Рис. 4.
Как видно из рисунков, результаты мо-
делирования свидетельствуют о работоспо-
собности данной методики синтеза законов 
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управления БЛА. Полученные виды переход-
ных процессов обусловлены приближенным 
заданием математической модели объекта 
управления, величины параметров переходных 
процессов не превышают допустимых значе-
ний. Следует заметить, что при практической 
реализации полученных алгоритмов эти пере-
ходные процессы будут сглажены инерцион-
ностью реальных элементов системы управле-
ния БЛА (приводов рулей, измерителей и т. д.).
Заключение
Таким образом, представленная методи-
ка поэтапного аналитического синтеза закона 
управления БЛА является основой для фор-
мирования структуры построения автопилота 
БЛА в виде закона изменения угла отклонения 
рулевой поверхности (рулей по каждому каналу 
управления) в виде функциональной зависимо-
сти δy = f (ay, pi, t), в которой pi = pi(t) –  измеряе-
мые датчиками БЛА параметры, характеризую-
щие его пространственное перемещение.
В зависимости от вида математических мо-
делей, описывающих пространственное пере-
мещение БЛА, в том числе и относительно 
центра масс для синтеза элементов СУ БЛА 
применяться различные известные методы син-
теза регуляторов систем управления. Так как 




























































Рис. 4. Результаты компьютерного моделирования 
а –  график изменения высоты (траектории) БЛА; б –  вертикальная скорость БЛА;  
в –  потребная перегрузка БЛА;г –  фактическая перегрузка БЛА;  
д –  угловая скорость вращения БЛА; е –  угол отклонения управляющей рулевой поверхности.
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невозможно абсолютно точно описать мате-
матически все процессы, протекающие в БЛА 
и влияющие на его состояние, то на заключи-
тельных этапах синтеза системы управления 
БЛА, как и любой другой сложной технической 
системы, приходится производить коррекцию 
регулируемых параметров автопилота (пара-
метрическую оптимизацию) под конкретную 
конструкцию БЛА и конкретные условия его 
применения.
При использовании математических моде-
лей БЛА более высокой размерности приве-
денная выше методика остается справедливой. 
При этом отличия будут состоять в определе-
нии желаемого спектра (характеристического 
полинома) замкнутой системы. Его построе-
ние целесообразно проводить в классе низко-
частотных фильтров Баттерворса, принцип по-
строения которых основан на аппроксимации 
амплитудно- частотных характеристик (АЧХ) 
эталонной системы в заданной частотной об-
ласти функционирования. Для аппроксимации 
АЧХ могут быть использованы также полино-
мы Чебышева или полиномы Лежандра.
Данный подход в определении управляю-
щего сигнала автопилота по отклонению ру-
левой поверхности БЛА может быть применён 
и для решения пространственной задачи управ-
ления БЛА. Это может производиться раздель-
ным решением двух плоских задач с последу-
ющим их объединением, или решением задачи 
в новой введенной вращающейся системе коор-
динат, связанной с вектором дальности БЛА до 
очередной точки пространства с последующим 
разделением по каналам управления БЛА с по-
мощью матрицы преобразования координат 
(матрицы направляющих косинусов).
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